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Введение
Теория функций комплексного переменного (ТФКП) в рамках университетской программы является продолжением дисциплины  «Математический анализ». Её идеи и результаты проникли во многие другие математические дисциплины (алгебраическую топологию, обыкновенные дифференциальные уравнения и уравнения математической физики, функциональный анализ теорию вероятностей, вычислительную математику и др.). Данное обстоятельство определило обязательность изучения курса ТФКП на всех естественно-математических факультетах университетов.

Среди всех математических дисциплин ТФКП обладает одной ярко выраженной особенностью методического характера: относительная легкость формального усвоения теоретического материала сочетается с серьёзными трудностями в овладении конкретными методами комплексного анализа. Эти трудности проявляются особенно зримо в процессе решения конкретных задач на практических занятиях и при выполнении домашних заданий.

Данное пособие имеет своей целью помочь студентам в овладении практическими навыками в применении методов ТФКП. Согласно программе данного курса определён перечень тем практических занятий по данному курсу, составляющих ядро этой дисциплины, необходимое как для овладения дополнительными знаниями по математике, так и для будущей работы в научно-производственной сфере и педагогической деятельности. В пособии рассматривается значительная часть этой тематики. 

Сборник задач содержит практический материал по наиболее важным разделам курса. Он состоит из семи самостоятельных частей, каждая из которых кроме перечня понятий и теорем, которыми необходимо овладеть для усвоения соответствующего раздела, содержит базовый массив задач для аудиторной, домашней и самостоятельной работы. В каждой части представлены типичные задачи и приводятся их подробные решения. Наличие подробных решений наиболее важных (с точки зрения усвоения теоретического материала) задач, на наш взгляд, будет способствовать  активизации самостоятельной работы студентов и успешному выполнению ими домашних заданий по каждой теме.

Тема 1

Комплексные числа: модуль, аргумент, различные формы представления
Необходимые понятия и теоремы: алгебраическая, тригонометрическая и показательная формы представления комплексных чисел, геометрическое изображение комплексных чисел, сопряженные комплексные числа, формула корня n-ой степени, комплексная плоскость как метрическое пространство.

1.1 Упростить данное выражение. Полученное комплексное число записать в алгебраической, тригонометрической и показательной формах.
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1.2 Решить уравнение 
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. Изобразить на плоскости полученные корни уравнения.
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1.3  Дано число 
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1.4 Выяснить, какие множества на комплексной плоскости  определяются следующими соотношениями. Сделать чертеж.
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Образцы решения типовых задач

1  Упростить данное выражение. Полученное комплексное число записать в алгебраической, тригонометрической и показательной формах.
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Решение.  Упростим данное выражение:
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Получили число 
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Запишем число 
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 в тригонометрической форме:
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В показательной форме
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2 Решить уравнение 
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. Изобразить на плоскости полученные корни уравнения.
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Решение.  Решим уравнение 
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Воспользуемся формулой n-ой степени из комплексного числа:
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В данном случае 
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Данное уравнение имеет 4 корня:
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Изобразим все корни уравнения на плоскости (рисунок 1).
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Рисунок 1 − Изображение корней уравнения

3  Дано число 
[image: image101.wmf]5

)

1

(

i

z

-

=

. Изобразить на плоскости числа 
[image: image102.wmf]z

 и 
[image: image103.wmf]z

.

Решение.  Воспользуемся формулой  
[image: image104.wmf]z

in

n

n

e

z

z

arg

×

=

.

Найдем модуль и аргумент числа 
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Значит, 
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Изобразим числа 
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 на комплексной плоскости (рисунок 2).
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Рисунок 2 − Изображение точек 
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4 Выяснить, какие множества на комплексной плоскости  определяются следующими соотношениями.
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Решение.  а)  
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Рисунок 3 − Внешность круга 
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  есть  расстояние между точками 
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, то данному неравенству удовлетворяют все точки плоскости, находящиеся от точки 
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Перенесем один из корней из левой части в правую, далее возведем обе части полученного равенства в квадрат. После преобразований получим равенство 
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Тема 2  Функции комплексного переменного

Необходимые понятия и теоремы: функция комплексного переменного, дифференцируемость функции комплексного переменного, условия Коши-Римана, критерий дифференцируемости в точке, аналитические функции комплексного переменного, критерий аналитичности функции в области, гармонические функции.
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2.2 Найти множество точек на плоскости, в которых данные функции являются дифференцируемыми, аналитичными.
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2.3 Восстановить аналитическую функцию по ее действительной или мнимой части,  если  ее значение в точке 
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Образцы решения типовых задач

1  Найти 
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2 Найти множество точек на плоскости, в которых данная функция является дифференцируемой, аналитичной.
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Решение. Найдем сначала 
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Функции u и v дифференцируемы во всей комплексной плоскости C, поскольку имеют непрерывные частные производные.  Проверим выполнение условий Коши-Римана.
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Ясно, что условия Коши-Римана выполняются в точках вида
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Значит, 
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3  Восстановить аналитическую функцию по ее действительной или мнимой части, если ее значение в точке 
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Решение. Так как искомая функция является аналитической, то для нее должны выполняться условия Коши-Римана:
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Проинтегрировав первое из равенств (1) по y, получим
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По условию, 
[image: image239.wmf]6

4

)

(

-

=

i

i

f

. Подставим в выражение для 
[image: image240.wmf])

,

(

y

x

f

 значения 
[image: image241.wmf]1

,

0

=

=

y

x

, получим 


[image: image242.wmf]i

C

iC

i

C

i

i

i

i

f

)

3

(

6

2

4

3

)

2

(

4

3

)

(

+

+

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=

,


[image: image243.wmf]6

4

)

3

(

6

-

=

+

+

-

i

i

C

, 
[image: image244.wmf]4

3

=

+

C

, 
[image: image245.wmf]1

=

C

.

Итак, 
[image: image246.wmf])

1

3

2

(

4

3

2

)

,

(

+

-

+

-

+

=

x

y

i

y

x

y

x

f

.

Заметим, что 
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Тема 3  Конформные отображения элементарными функциями

Необходимые понятия и теоремы: конформное отображение, дробно-линейная функция, определения функций 
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, конформные отображения, задаваемые элементарными функциями.
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3.2 Найти дробно-линейную функцию 
[image: image266.wmf])

(

z

f

w

=

, переводящую точки 
[image: image267.wmf]3

2

1

,

,

z

z

z

 соответственно в точки 
[image: image268.wmf]3

2

1

,

,

w

w

w

, и определить, во что переходит при этом отображении область D.

1)  
[image: image269.wmf]i

z

z

z

=

=

-

=

3

2

1

,

0

,

1

;   
[image: image270.wmf]i

w

i

w

w

+

=

=

=

1

,

2

,

0

3

2

1

;

          
[image: image271.wmf]{

}

0

Re

>

=

z

z

D

;

2)  
[image: image272.wmf]1

,

0

,

3

2

1

=

=

-

=

z

z

i

z

;   
[image: image273.wmf]1

,

,

3

2

1

=

¥

=

=

w

w

i

w

;

          
[image: image274.wmf]{

}

0

Im

>

=

z

z

D

;

3)  
[image: image275.wmf]i

z

z

i

z

-

=

=

-

=

1

,

1

,

3

2

1

;   
[image: image276.wmf]i

w

w

w

-

=

¥

=

=

3

2

1

,

,

1

;

          
[image: image277.wmf]{

}

1

Re

>

=

z

z

D

;

4)  
[image: image278.wmf]i

z

z

z

-

=

¥

=

-

=

3

2

1

,

,

1

;   
[image: image279.wmf]i

w

w

w

=

=

¥

=

3

2

1

,

1

,

;

          
[image: image280.wmf]{

}

0

Im

<

=

z

z

D

;

5)  
[image: image281.wmf]i

z

z

z

=

=

=

3

2

1

,

0

,

1

;   
[image: image282.wmf]1

,

1

,

3

2

1

-

=

=

=

w

w

i

w

;

          
[image: image283.wmf]{

}

1

Re

-

>

=

z

z

D

;

6)  
[image: image284.wmf]¥

=

-

=

=

3

2

1

,

1

,

z

z

i

z

;   
[image: image285.wmf]i

w

w

w

=

=

¥

=

3

2

1

,

1

,

;

          
[image: image286.wmf]{

}

1

<

=

z

z

D

;

7)  
[image: image287.wmf]i

z

z

z

=

=

=

3

2

1

,

1

,

0

;   
[image: image288.wmf]1

,

,

1

3

2

1

=

=

-

=

w

i

w

w

;

          
[image: image289.wmf]{

}

2

1

<

-

=

z

z

D

;

8)  
[image: image290.wmf]2

,

0

,

2

3

2

1

-

=

=

=

z

z

z

;   
[image: image291.wmf]0

,

1

,

3

2

1

=

=

¥

=

w

w

w

;

          
[image: image292.wmf]{

}

1

1

<

+

=

z

z

D

;

9)  
[image: image293.wmf]1

,

,

3

2

1

-

=

¥

=

=

z

z

i

z

;   
[image: image294.wmf]0

,

,

1

3

2

1

=

¥

=

=

w

w

w

;

          
[image: image295.wmf]{

}

1

>

=

z

z

D

;

10)  
[image: image296.wmf]1

,

0

,

3

2

1

=

=

=

z

z

i

z

;   
[image: image297.wmf]¥

=

=

=

3

2

1

,

1

,

0

w

w

w

;

          
[image: image298.wmf]{

}

1

1

>

-

=

z

z

D


3.3  Решить уравнение.
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3.4 Найти отображение 
[image: image309.wmf])

(

z

f

w

=

, взаимно-однозначно и конформно отображающее область  D  в плоскости  z  на область  G  в плоскости  w.
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Образцы решения типовых задач
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2 Найти дробно-линейную функцию 
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Решение. Дробно-линейное преобразование, переводящее точки 
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Теперь, подставляя указанные точки, получим
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В силу конформности дробно-линейной функции во всей расширенной плоскости и принципа соответствия границ при конформном отображении, дробно-линейная функция 
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Рисунок 4 − Область D
В силу кругового свойства дробно-линейного отображения, образом любой окружности или прямой является окружность или прямая. Возьмем три различные точки прямой 
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Точки 
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Подставляя в это уравнение координаты точек 
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Решая эту систему, получим 
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Рисунок 5 − Образ области D
Пользуясь принципом взаимно-однозначного соответствия, заключаем, что образом внутренности области D будет внутренность или внешность круга 
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3  Решить уравнение  
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Получили квадратное уравнение  
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Таким образом,  
[image: image408.wmf])

1

(

2

2

6

i

e

iz

+

×

±

=

, отсюда


[image: image409.wmf]=

p

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

±

+

+

±

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

±

=

k

i

i

i

i

i

iz

2

)

1

(

2

2

6

arg

)

1

(

2

2

6

ln

)

1

(

2

2

6

Ln



[image: image410.wmf]Î

p

+

p

+

±

=

p

+

p

+

±

=

k

k

i

i

k

i

i

,

2

4

)

2

3

ln(

2

4

2

2

6

ln

Z.

Окончательно получаем, что  
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4  Найти отображение 
[image: image412.wmf])

(

z

f

w

=

, взаимно-однозначно и конформно отображающее область D в плоскости z на область G  в плоскости w.
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Решение.  

Отобразим сначала полосу  
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Т. е. образом прямой  
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Заметим, что при переходе от одной точки к другой вдоль контуров внутренние части обеих областей остаются слева.
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Подставляя сюда выбранные точки, получим:
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Итак, в силу критерия однолистности, функция 
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Тема 4  Интегралы. Теорема Коши. Интегральная формула Коши. Формула Коши для производных 

Необходимые понятия и теоремы: интегралы от функции комплексного переменного, интегральная теорема Коши, интегральная формула Коши, интегральная формула Коши для производных.
4.1  Вычислить интеграл 
[image: image451.wmf]ò

g

dz

z

f

)

(

 от заданной функции 
[image: image452.wmf])

(

z

f

 по указанной кривой 
[image: image453.wmf]g

.

1)  
[image: image454.wmf]z

z

f

Re

)

(

=

, 
[image: image455.wmf]g

 −  радиус-вектор точки 
[image: image456.wmf]i

z

+

=

2

;

2)  
[image: image457.wmf]z

z

f

Im

)

(

=

, 
[image: image458.wmf]g

 −  радиус-вектор точки 
[image: image459.wmf]i

z

-

=

2

;

3)  
[image: image460.wmf]z

z

f

=

)

(

, 
[image: image461.wmf]{

}

p

£

£

=

=

g

z

z

z

arg

0

,

2

, начало в точке 
[image: image462.wmf]2

=

z

;

4)  
[image: image463.wmf]2

)

(

z

z

f

=

, 
[image: image464.wmf]{

}

2

arg

2

,

1

p

£

£

p

-

=

=

g

z

z

z

, начало: 
[image: image465.wmf]i

z

=

;

5)  
[image: image466.wmf]z

z

f

=

)

(

, 
[image: image467.wmf]{

}

0

Im

,

3

£

=

=

g

z

z

z

, начало в точке 
[image: image468.wmf]3

-

=

z

;

6)  
[image: image469.wmf]z

z

z

f

×

=

)

(

, 
[image: image470.wmf]{

}

p

£

<

p

-

=

=

g

z

z

z

arg

,

2

;

7)  
[image: image471.wmf]z

z

z

f

×

=

2

)

(

, 
[image: image472.wmf]{

}

p

£

<

p

-

=

=

g

z

z

z

arg

,

1

;

8)   
[image: image473.wmf]z

z

f

1

)

(

=

, 
[image: image474.wmf]{

}

0

Im

,

2

£

=

=

g

z

z

z

, начало в точке 
[image: image475.wmf]2

-

=

z

;

9)   
[image: image476.wmf]z

z

z

f

×

=

)

(

, 
[image: image477.wmf]{

}

0

Re

,

1

£

=

=

g

z

z

z

, начало в точке 
[image: image478.wmf]i

z

-

=

;

10)   
[image: image479.wmf]z

e

z

f

=

)

(

, 
[image: image480.wmf]g

 −  ломаная, соединяющая точки 
[image: image481.wmf]i

+

1

,

1

,

0


4.2 С помощью интегральной формулы Коши вычислить 
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4.3  Применяя интегральную формулу Коши для производных аналитической функции, вычислить интеграл 
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Образцы решения типовых задач

1  Вычислить интеграл 
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Решение.  Требуется вычислить 
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В данном случае уравнение кривой 
[image: image534.wmf]g

 имеет вид:


[image: image535.wmf]it

e

z

2

=

,  
[image: image536.wmf]2

2

p

£

£

p

-

t

.

Тогда 
[image: image537.wmf]2

=

z

, 
[image: image538.wmf]it

e

z

-

=

2

, поэтому 
[image: image539.wmf]=

×

ò

g

dz

z

z

3



[image: image540.wmf]i

dt

i

dt

ie

e

it

it

p

=

×

=

×

×

=

ò

ò

p

p

-

p

p

-

-

32

32

2

2

8

2

2

2

2

.


2  С помощью интегральной формулы Коши вычислить
[image: image541.wmf]ò

g

dz

z

h

)

(

 по замкнутому контуру С (обход в положительном направлении).
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Решение.  Требуется вычислить 
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Знаменатель подынтегральной функции обращается в ноль в точках 
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По интегральной формуле Коши, 
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3 Применяя интегральную формулу Коши для производных аналитической функции, вычислить интеграл 
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Решение. Требуется вычислить 
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Тема 5 Разложение аналитических функций в ряды Тейлора и Лорана. Теорема единственности
Необходимые понятия и теоремы: степенные ряды, область сходимости степенного ряда, ряд Тейлора, ряд Лорана, теорема Тейлора, теорема Лорана, теорема единственности для аналитических функций.
 5.1 Указанные функции разложить в степенной ряд 
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 и найти радиус сходимости полученного степенного ряда.
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5.2 Найти круг сходимости степенного ряда, в этом круге просуммировать данный степенной ряд.
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5.3  Разложить указанную функцию в ряд Лорана в кольце К и в окрестности точки 
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5.4  Выяснить, существует ли аналитическая функция 
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 в круге 
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Образцы решения типовых задач

1  Указанные функции разложить в степенной ряд 
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 и найти радиус сходимости полученного степенного ряда.
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Решение. Требуется разложить функцию 
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Воспользуемся разложением
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Чтобы воспользоваться этим неравенством, необходимо выполнение условия 
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Поскольку степенной ряд внутри круга сходимости сходится равномерно, то его можно почленно продифференцировать. Получим:
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Радиус сходимости можно вычислить и непосредственно:
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2 Найти круг сходимости степенного ряда, в этом круге просуммировать данный степенной ряд.
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Решение. Рассмотрим степенной ряд 
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Умножая на z обе части полученного равенства и поставляя в него вместо  z  переменную  –z, получим
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3  Разложить указанную функцию в ряд Лорана в кольце К и в окрестности точки 
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Решение.  Представим 
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Далее разложим функцию 
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Окончательно имеем:
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Для получения разложения в окрестности точки 
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В окрестности точки 
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Тема 6 Классификация изолированных особых точек. Вычеты. Основная теорема о вычетах
Необходимые понятия и теоремы: классификация изолированных особых точек, вычет функции относительно изолированной особой точки, вычет в бесконечно удаленной точке, основная теорема о вычетах, следствие из неё.
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6.2  Классифицировать изолированные особые точки функции 
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6.4 С помощью теории вычетов вычислить несобственные интегралы.
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6.5  С помощью теории вычетов вычислить интегралы от тригонометрических функций.
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Образцы решения типовых задач

1 Найти изолированные особые точки функции 
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, определить их характер  исследовать поведение функции в бесконечности.
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Это разложение не содержит отрицательных степеней z. Значит, точка 
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Это разложение содержит бесконечное число отрицательных степеней 
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Поэтому разложение в ряд Лорана функции 
[image: image861.wmf])

(

z

f

 в окрестности точки 
[image: image862.wmf]¥

=

z

 имеет вид:


[image: image863.wmf]...

...

!

6

5

!

4

3

!

2

1

...

!

6

6

!

4

4

!

2

2

...

)

(

6

4

2

6

4

2

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

p

-

p

+

p

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

p

+

p

-

p

+

=

z

z

f

.

Отсюда  
[image: image864.wmf]=

+

p

-

p

+

p

-

p

=

-

p

+

p

-

p

=

-

...

!

7

!

5

!

3

...

!

6

6

!

4

4

!

2

2

8

6

4

2

6

4

2

1

c



[image: image865.wmf]0

sin

..

!

7

!

5

!

3

7

5

3

=

p

p

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

p

-

p

+

p

-

p

p

=

.

Итак, 
[image: image866.wmf]0

)

(

1

=

-

=

-

¥

=

c

z

f

res

z

.

Примечание. Вычет функции 
[image: image867.wmf])

(

z

f

 в точке 
[image: image868.wmf]¥

=

z

 можно было найти с помощью следствия из основной теоремы о вычетах. Согласно следствию, если функция 
[image: image869.wmf])

(

z

f

 аналитична во всей расширенной плоскости, за исключением конечного числа изолированных особых точек, тогда сумма всех вычетов функции 
[image: image870.wmf])

(

z

f

, включая вычет в точке 
[image: image871.wmf]¥

=

z

, равна нулю.

То есть 
[image: image872.wmf]0

)

(

)

(

1

=

+

¥

=

¥

=

=

å

z

f

res

z

f

res

z

k

z

z

k

, где 
[image: image873.wmf])

...,

,

2

,

1

(

n

k

z

k

=

 − все конечные изолированные особые точки функции 
[image: image874.wmf])

(

z

f

, точка 
[image: image875.wmf]¥

=

z

 тоже является изолированной особой точкой функции 
[image: image876.wmf])

(

z

f

.

 
В нашем случае 
[image: image877.wmf]¥

=

z

 является существенно особой точкой функции 
[image: image878.wmf])

(

z

f

, поскольку 
[image: image879.wmf]2

)

1

(

)

cos(

lim

+

p

¥

®

z

z

z

 не существует. Действительно, 


[image: image880.wmf]Î

=

+

p

¥

®

x

x

x

x

,

0

)

1

(

)

cos(

lim

2

R,  а 
[image: image881.wmf]¥

=

+

+

=

+

p

p

p

-

¥

®

¥

®

2

2

)

1

(

lim

)

1

(

)

cos(

lim

iy

e

e

iy

iy

y

y

y

y

.

На основании следствия имеем:


[image: image882.wmf]0

)

(

)

(

1

=

+

¥

=

-

=

z

f

res

z

f

res

z

z

.

Поскольку 
[image: image883.wmf]0

)

(

1

=

-

=

z

f

res

z

, то и 
[image: image884.wmf]0

)

(

=

¥

=

z

f

res

z

.


3  Вычислить 
[image: image885.wmf]ò

C

dz

z

f

)

(

 с помощью вычетов.

[image: image886.wmf]z

z

z

f

cos

)

(

3

=

,  С:  
[image: image887.wmf]4

3

=

-

z



Решение. Функция 
[image: image888.wmf])

(

z

f

 является аналитической во всей плоскости С, за исключением точек 
[image: image889.wmf]...)

,

2

,

1

,

0

(

2

±

±

=

p

+

p

=

k

k

z

. Внутри данного контура 
[image: image890.wmf]4

3

=

-

z

 лежат две изолированные особые точки: 
[image: image891.wmf]2

1

p

=

z

  и 
[image: image892.wmf]2

3

2

p

=

z

. Данный  контур  содержится, например,  в круге 
[image: image893.wmf]5

,

4

3

<

-

z

, в котором функция 
[image: image894.wmf]z

z

z

f

cos

)

(

3

=

 является аналитичной, за исключением точек 
[image: image895.wmf]1

z

 и 
[image: image896.wmf]2

z

. По основной теореме о вычетах,


[image: image897.wmf]z

z

res

i

dz

z

z

k

z

z

z

k

cos

2

cos

3

2

1

4

3

3

å

ò

=

=

=

-

×

p

=

.

Поскольку 
[image: image898.wmf])

(

)

(

cos

)

(

3

z

z

z

z

z

f

y

j

=

=

, где 
[image: image899.wmf]3

)

(

z

z

=

j

, 
[image: image900.wmf]z

z

cos

)

(

=

y

, функции 
[image: image901.wmf])

(

z

j

 и 
[image: image902.wmf])

(

z

y

 аналитичны в точках 
[image: image903.wmf]1

z

 и 
[image: image904.wmf]2

z

, причем выполняются условия:

[image: image905.wmf]0

)

(

¹

j

k

z

, 
[image: image906.wmf]0

)

(

=

y

k

z

, 
[image: image907.wmf]0

)

(

'

¹

y

k

z

, при 
[image: image908.wmf]2

;

1

=

k

,

то точки 
[image: image909.wmf]1

z

 и 
[image: image910.wmf]2

z

 являются полюсами первого порядка функции 
[image: image911.wmf])

(

z

f

.

Так как 
[image: image912.wmf])

(

'

)

(

)

(

k

k

z

z

z

z

z

f

res

k

y

j

=

=

, то


[image: image913.wmf]8

)

2

sin(

)

2

(

cos

3

3

3

2

p

-

=

p

-

p

=

p

=

z

z

res

z

,  
[image: image914.wmf]3

3

3

2

3

8

27

)

2

3

sin(

)

2

3

(

cos

p

=

p

-

p

=

p

=

z

z

res

z

.

Итак, 
[image: image915.wmf]i

i

dz

z

z

z

2

13

8

8

27

2

cos

4

3

3

4

3

3

p

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

p

-

p

×

p

=

ò

=

-

.


4 С помощью теории вычетов вычислить несобственный интеграл.
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Рассмотрим функцию комплексного переменного 
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Применяя формулу
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5 С помощью теории вычетов вычислить интегралы от тригонометрических функций.
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Согласно основной теореме о вычетах, последний интеграл равен 
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Итак,  
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Тема 7  Принцип аргумента. Теорема Руше

Необходимые понятия и теоремы: логарифмический вычет, принцип аргумента, теорема Руше.
7.1  Найти число корней уравнения 
[image: image965.wmf]0

)

(

=

z

f

 в области 
[image: image966.wmf]D

.

1)   
[image: image967.wmf]10

8

)

(

4

+

-

=

z

z

z

f

, 
[image: image968.wmf]{

}

1

<

=

z

z

D

;

2)   
[image: image969.wmf]10

8

)

(

4

+

-

=

z

z

z

f

, 
[image: image970.wmf]{

}

3

<

=

z

z

D

;

3)   
[image: image971.wmf]1

5

)

(

4

+

-

=

z

z

z

f

, 
[image: image972.wmf]{

}

1

<

=

z

z

D

;

4)   
[image: image973.wmf]1

5

)

(

4

+

-

=

z

z

z

f

, 
[image: image974.wmf]{

}

2

1

<

<

=

z

z

D

;

5)   
[image: image975.wmf]2

3

14

)

(

3

6

+

-

-

=

z

z

z

z

f

, 
[image: image976.wmf]{

}

1

<

=

z

z

D

;

6)   
[image: image977.wmf]2

5

)

(

2

4

7

-

+

-

=

z

z

z

z

f

, 
[image: image978.wmf]{

}

1

<

=

z

z

D

;

7)   
[image: image979.wmf]1

15

)

(

8

-

+

=

z

z

z

f

, 
[image: image980.wmf]{

}

2

<

=

z

z

D

;

8)   
[image: image981.wmf]1

15

)

(

8

+

-

=

z

z

z

f

, 
[image: image982.wmf]{

}

2

1

<

<

=

z

z

D

;

9)   
[image: image983.wmf]2

100

)

(

4

-

+

=

z

z

z

f

, 
[image: image984.wmf]{

}

2

1

<

<

=

z

z

D

;

10)  
[image: image985.wmf]10

)

(

5

+

-

=

z

z

z

f

, 
[image: image986.wmf]{

}

2

1

<

<

=

z

z

D


7.2 Как расположены по квадрантам корни уравнения 
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Образцы решения типовых задач

1  Найти число корней уравнения 
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Решение. Данное уравнение имеет вид:
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Найдем сначала число корней этого уравнения в круге 
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Следовательно, по теореме Руше (функции 
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Найдем теперь число нулей в круге 
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По теореме Руше, число нулей функции 
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Итак, в кольце 
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  исходное уравнение корней не имеет.

2 Как расположены по квадрантам корни уравнения 
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Решение. Рассмотрим уравнение 
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Рисунок 6 − Контур 
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Следовательно, 
[image: image1054.wmf](

)

p

=

+

+

¥

®

2

3

lim

6

z

z

Arg

Var

R

C

R

, и поэтому в первом квадранте, согласно принципу аргумента, уравнение имеет только один корень.

Поскольку уравнение имеет действительные коэффициенты, то его корни попарно сопряжены. Поэтому оно имеет один корень в четвертом квадранте и по два корня во втором и третьем квадрантах.
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